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Phần 1. MỞ ĐẦU 

 

1.1. Lý do chọn đề tài 

Toán học là một môn học cơ bản làm nền tảng cho các ngành khoa học khác. 

Môn Toán có tiềm năng to lớn trong việc khai thác và phát triển năng lực trí tuệ chung, 

rèn luyện các thao tác và tư duy của con người. 

Đa thức là một đối tượng được nghiên cứu rất nhiều trong Toán học. Ngay từ 

THCS và THPT, đa thức đã được đề cập rất nhiều trong chương trình sách giáo khoa. 

Đa thức có vị trí quan trọng trong Toán học, không những là đối tượng nghiên cứu của 

Đại số mà còn là công cụ đắc lực của Giải tích, Lý thuyết số, Hình học,… Trong các 

cuộc thi học sinh giỏi quốc gia, Olympic Toán thì các bài toán về đa thức được đề cập 

rất nhiều, đây cũng là các dạng toán khó.  

Tuy nhiên, tài liệu viết về sự phân tích đa thức còn rất ít nên việc nghiên cứu về 

đa thức còn gặp nhiều khó khăn. Xuất phát từ những lý do trên tôi quyết định chọn đề 

tài: "Phân tích đa thức trên các trƣờng số". Tôi mong rằng khóa luận này sẽ có ích 

cho những ai quan tâm đến đa thức, đặc biệt là sự phân tích đa thức trên các trường số.  

1.2. Mục tiêu của đề tài 

Thông qua việc nghiên cứu tài liệu tham khảo, khai thác và tìm hiểu các kiến 

thức chuyên sâu trong việc phân tích đa thức trên các trường số như trường số thực và 

phức, trường số nguyên và hữu tỷ, trường hữu hạn. 

1.3. Đối tƣợng và phạm vi nghiên cứu 

Các lý thuyết và bài tập có liên quan đến sự phân tích đa thức trên các trường số 

của đa thức một biến (nhiều biến). 

1.4. Phƣơng pháp nghiên cứu  

- Phƣơng pháp nghiên cứu lý luận: 

Các phương pháp được sử dụng trong quá trình hoàn thành khóa luận là tham 

khảo, tổng hợp các nguồn tài liệu khác nhau như sách vở, giáo trình, nguồn thông tin 

từ internet,…để làm rõ nội dung lý thuyết, trao đổi thông tin từ thầy cô, bạn bè.  

- Phƣơng pháp nghiên cứu thực tiễn:  

Phân tích, so sánh và hệ thống hóa các nội dung một cách rõ ràng. 

Tham gia học hỏi và trau dồi những kinh nghiệm quý báu của các thầy cô giáo 

cũng như những ý kiến đóng góp của giảng viên hướng dẫn để làm tốt đề tài. 
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1.5 Lịch sử nghiên cứu 

 Nhận đề tài. 

 Sưu tầm tài liệu liên quan. 

 Lập đề cương chi tiết. 

 Làm rõ các vấn đề mà đề tài hướng tới hoặc có liên quan đến đề tài. 

 Trình bày các vấn đề đã làm được và thông qua giảng viên hướng dẫn. 

 Chỉnh sửa và hoàn thành khóa luận. 

1.6 Đóng góp của đề tài 

Khóa luận làm rõ các phân tích đa thức trên các trường số, tôi sẽ cố gắng nhiều 

để đạt được yêu cầu đặt ra, đây cũng là tài liệu tham khảo cho sinh viên các khóa sau.  

1.7 Cấu trúc đề tài 

Ngoài phần mở bài, kết luận và danh mục tài liệu tham khảo, phần nội dung 

được chia thành 2 chương: 

- Chương 1: Kiến thức chuẩn bị. 

- Chương 2: Phân tích đa thức trên các trường số. 
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BẢNG KÝ HIỆU 

          

        Ký hiệu        Ý nghĩa 

   Tập hợp các số tự nhiên 

   Tập hợp các số thực 

   Tập hợp các số nguyên 

   Tập hợp các số hữu tỷ 

   Tập hợp các số phức 

 m n   m là ước của n 

  x   Tích Descartes của hai tập hợp   và   

  y   Iđêan sinh bởi phần tử y 

 *

qF   Nhóm nhân các phần tử khác không của qF  

 gcd     ,f x g x   Ước chung lớn nhất của  f x  và  g x   

 charF   Đặc số của vành (trường) F  
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Phần 2. NỘI DUNG NGHIÊN CỨU 

Chƣơng 1: KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

1.1 Miền nguyên - Trƣờng 

1.1.1 Miền nguyên 

Định nghĩa: Miền nguyên là vành giao hoán, có đơn vị, có nhiều hơn một phần 

tử và không có ước của không. 

Ví dụ:  

(1) Vành  là một miền nguyên vì vành  là vành giao hoán, có đơn vị là 1, có 

vô hạn phần tử. 

, , 0, 0a b a b     suy ra 0ab   nên vành  không có ước của không. 

(2) Vành X  x   không là miền nguyên. 

Thật vậy, lấy        0,0 2,0 x , 0,0 0,5 x .     Khi đó: 

       2,0 . 0,5 2.0,0.5 0,0 X    có ước của không. 

1.1.2 Trƣờng 

Định nghĩa: Trường là một miền nguyên, trong đó mọi phần tử khác 0 đều có 

nghịch đảo. 

Ví dụ: Vành 5  là một trường. 

Thật vậy, ta có 5  cùng với 2 phép toán cộng và nhân: 

5, , , .a b a b a b a b ab       là một vành giao hoán, có đơn vị là 1.   

Chứng minh: 5  là miền nguyên, tức là 5  không có ước của không. 

 Giả sử 
5,a b  và . 0a b   hay 0 0 5 ,ab ab x    tức 5ab  và do 5 là số 

nguyên tố.  

 Suy ra 
5 0

5 0

a a

b b

 
 

 

  tức là 5  không có ước của không. 

 Vậy 5  là miền nguyên. 

 Chứng minh 5  khả nghịch:  

 Giả sử 
50 a   suy ra a  không chia hết cho 5  ,5 1.a   Khi đó: 

, : 5 1 5 1u v au v au v        hay . 5. 1.a u v   

 . 1a u   (vì trong 5  ta có 5 0 ) 
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 Vậy 5  khả nghịch. 

1.2 Vành đa thức: 

1.2.1 Vành đa thức một biến hệ số thực 

Ta gọi tập các đa thức hệ số thực là  ,x  trong đó: 

 

 

0 1

0 1

... , , 0,

... , , 0,n

m

m i

n

n i

f x a a x a x a i m

g x b b x b x b i

     

     
 

 Với m n  ta có: 

           1

0 0 1 1 1... .m m n

m m m nf x g x a b a b x a b x b x b x

           

 

       0 0 0 1 1 0 0 1 1 0. ... ... ...k m n

k k k m nf x g x a b a b a b x a b a b a b x a b x 

            

 Ta dễ dàng chứng minh   , , .x   lập thành một vành. 

1.2.2 Xây dựng vành đa thức một biến 

Cho A là vành giao hoán có đơn vị. Gọi P là tập các dãy vô hạn 

 0 1, ,..., ,0,...na a a  với , ,a A i    P chỉ chứa một số hữu hạn các phần tử khác 0. 

Trên P ta định nghĩa phép cộng và phép nhân như sau: 

      0 1 0 1 0 0 1 1, ,..., ,0,... ,b ,...,b ,0,... , ..., ,0,...n n n na a a b a b a b a b       

      0 1 0 1 0 1, ,..., ,0,... . ,b ,...,b ,0,... ,c ,...,c ,0,...n n ka a a b c   

với , 0,1,2,...k i j

i j k

c a b k
 

    

Khi đó  , , .P   lập thành một vành giao hoán, có đơn vị là  1,0,...   

Xét dãy   0,1,0,...x    

   2 0,0,1,0,...x    

  
0,0,0,...0,1,0,...n

n

x
 
 
 
 

 

Nếu ,a A  xét ánh xạ: : A P    

        ,0,...a a a    

Khi đó   là một đơn cấu vành. 

Thật vậy, , ,a b A   ta có: 
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           ,0,... ,0,... ,0,... .a b a b a b a b            

          ,0,... ,0,... ,0,... .ab ab a b a b       

Suy ra   là đồng cấu vành. 

           0 ,0,... 0,0,... 0 0 .pKe a A a a A a a A ar          

  

Vậy   là đơn cấu. 

Ta gọi   nhúng A vào P như một vành con, ta có thể đồng nhất 

 , ,... .a p a A    

Với dãy  0 1, ,..., ,0na a a P  ta viết lại: 

    

       

       

 

0 1 0 1

0 1

0 1

, ,..., ,0,... ,0,... 0, ,0,... ... 0,0,...,0, ,0,...

,0,... ,0,... 0,1,0,... ... ,0,... 0,0,...,1,0,...

... .

n n

n

n

n

a a a a a a

a a a

a a x a x f x

   

   

    

  

 Vậy với mỗi dãy  0 1, ,..., ,0,... ,na a a P  ta có thể viết được: 

   2

0 1 2 ... 0n

n nf x a a x a x a x a       

 Ký hiệu:  .P A x   

1.2.3 Xây dựng vành đa thức nhiều biến 

 Cho A là vành giao hoán có đơn vị 1. Xây dựng vành đa thức  1 :A x  

     2

1 1 0 1 1 2 1 1... , .n

n iA x f x a a x a x a x a A i            

 Vành  1A x  là vành giao hoán có đơn vị. Xác định vành đa thức  1 2, :A x x   

 

              1 2 1 2 0 1 1 1 2 1 2 1 1, , ... ,n

n iA x x f x x a x a x x a x x a x A x i         

 Vành  1 2,A x x  là vành giao hoán có đơn vị. Xác định vành đa thức 

 1 2 3, , :A x x x  

Phần tử   13 1 2 311 12

1 2 3 0 1 1 2 3 1 2 3, , ... .m m ma a a aa a

mf x x x C C x x x C x x x      

Bằng phương pháp quy nạp:      1 1 2 1 2, ... , ,..., .nA A x A x x A x x x       

Phần tử   1 1 211 12

1 2 0 1 1 2 1 2, ,..., ... ... ...n m m mna a a aa a

n n m nf x x x C C x x x C x x x      

trong đó: , ;iC A i   số mũ 1 2, ,...,i i ina a a  là các số tự nhiên. 
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  iC  là hệ tử (hệ số). 

  1 2

1 2 ...i i ina a a

i nC x x x  là các hạng tử. 

  1 2, ,..., 0nf x x x   khi và chỉ khi các hệ số đều bằng 0. 

1.2.4 Đa thức đối xứng: 

 Định nghĩa:    1 2 1 2, ,..., ,..., ,..., , ,...,i j n nf x x x x x A x x x  được gọi là đa thức đối 

xứng nếu nó không thay đổi khi ta thay đổi chỗ 2 vị trí ix  và ix  bất kỳ cho nhau. 

   1 2 1 2, ,..., ,..., ,..., , ,..., ,..., ,...,i j n j i nf x x x x x f x x x x x  

 Nhận xét: Các đa thức đối xứng: 

1 1 2

2 1 2 1 3 1

3 1 2 1 2 3

1 2

...

...

... ... ...

...

n

n n

n n

n n

x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x













   

   

  



 

 Ta gọi 1 2, ,..., n    là các đa thức đối xứng cơ bản. 

Ví dụ 3: Biểu diễn đa thức sau qua đa thức đối xứng cơ bản: 

  2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 1 2 1 3 1 3 2 3 2 3, , .f x x x x x x x x x x x x x x x       

Ta có: Hệ thống mũ:    2,1,0 , 1,1,1   

 Khi đó  2

1 2 1 2 1 3.x x m       

 Lập bảng tìm 1 :m   

1x  2x  3x  1  2  3  f  

1 1 1 3 3 1 1 16 9 3m m      

 Vậy    2

1 2 3 1 2 1 2 3, , 3 .f x x x x x        

1.2.5 Bậc của đa thức 

a) Bậc của đa thức một biến:  

Định nghĩa: Cho    0 1 ... n

nf x a a x a x A x      với 0, , 1, .n ia a i n     

- Ta gọi bậc đa thức  f x  là số mũ của lũy thừa cao nhất mà hệ tử ứng với nó 

khác 0, ký hiệu: bậc  f x  (hay  deg f x ) 

- Đa thức là hằng số  khác 0 có bậc bằng 0. 



Khóa luận tốt nghiệp 

 

SVTH: Nguyễn Phan Hoài Linh  Trang 8 
 

- Đa thức 0 thì không có bậc. 

Định lý 1: Cho    , 0 :f x g x   

 i  Nếu bậc  f x   bậc  g x  thì     0.f x g x   Ta có: 

bậc      maxf x g x  (bậc  ,f x  bậc  g x ). 

Nếu bậc  f x   bậc  g x  đồng thời     0f x g x   thì bậc     f x g x   

max (bậc  ,f x  bậc  g x ). 

 ii  Nếu    . 0f x g x   thì bậc     .f x g x   bậc  f x  + bậc  .g x  

Định lý 2: Nếu A là miền nguyên và      0 ,f x g x A x   thì: 

bậc     .f x g x   bậc  f x  + bậc  g x  

 Chứng minh: Giả sử    0 1 ... 0n

n nf x a a x a x a       

          0 1 ... 0m

m mg x b b x b x b      

 Khi đó      0 0 0 1 1 0. ... n m

n mf x g x a b a b a b x a b x       

 Do 0, 0 . 0n m n ma b a b     (vì A  là miền nguyên nên không có ước của 

không). 

bậc     .f x g x n m    bậc  f x  + bậc  g x  

 Hệ quả: Nếu A là miền nguyên thì  A x  cũng là miền nguyên. 

 b) Bậc của đa thức nhiều biến: 

 Cho    1 2 1 2, ,..., , ,..., .n nf x x x A x x x   

 - Bậc của f  đối với ẩn ix  là số mũ của lũy thừa cao nhất trong các hạng tử của 

đa thức. 

- Bậc của hạng tử 1 2

1 2 ...i i ina a a

i nC x x x  bằng 1 2 ... .i i ina a a     

 - Bậc tổng thể f  là:  1 2max ...i i inm a a a      

1.2.6 Phép chia có dƣ 

 Định lý: Cho A là một trường,      ,f x g x A x  với   0g x   đều tồn tại 

duy nhất    ,g x r x  với bậc  r x  < bậc  g x  hoặc  r x  = 0 sao cho:  

       .f x g x q x r x   

trong đó   :r x  đa thức dư,   :g x  đa thức thương.  
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 Hệ quả:       0.f x g x r x    

1.2.7 Nghiệm của đa thức 

 a) Định nghĩa: Cho A là một trường,    ,c A f x A x   với  

   1

1 1 0... 0n n

n n nf x a x a x a x a a

       

 Ta gọi giá trị của  f x  tại x c  là   1

1 1 0... .n n

n nf c a c a c a c a

      

 Nếu   0f c   thì c là nghiệm của đa thức  .f x   

 b, Định lý Bezout: Cho A là một trường,    , .c A f x A x   Đa thức dư của 

phép chia  f x  cho x c  là  .f c   

 Hệ quả:       0f x x c f c    (hay c là nghiệm của  ).f x   

 Định nghĩa: (Nghiệm bội, nghiệm kép) 

 Cho A là một trường, c A  được gọi là nghiệm bội k của    f x A x  nếu 

   
k

f x x c  và     .
k

f x x c   

 - Nếu k = 1 thì c là nghiệm đơn. 

 - Nếu k = 2 thì c là nghiệm kép. 

1.3 Đa thức bất khả quy 

Định nghĩa: Cho A là một trường, đa thức  f x  trong vành  A x  gọi là bất 

khả quy trên A nếu  f x  có bậc là một số nguyên dương và từ điều kiện 

     ,f x g x h x  với      ,g x h x A x  luôn suy ra  g x  hoặc  h x  là đa thức 

hằng. 
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Chƣơng 2: PHÂN TÍCH ĐA THỨC TRÊN CÁC TRƢỜNG SỐ 

 

2.1 Phân tích đa thức trên trƣờng số thực và trƣờng số phức 

2.1.1 Phân tích đa thức trên trƣờng số phức 

 Định lý 1. Nếu F là một trường và p là một đa thức bất khả quy của vành  F x  

với bậc p  bằng n, tồn tại một trường K  có các tính chất: 

i) K  chứa F  như một trường con; 

ii) K  chứa một nghiệm u  của đa thức ;p   

iii) Trường K  được sinh bởi F  và u  và mọi phần tử của K  có thể đặt dưới 

dạng một đa thức duy nhất theo u  với hệ tử thuộc F  và có bậc bé hơn hoặc bằng 

1.n   

 Chứng minh:  

 i) Vì p  là một đa thức bất khả quy của miền nguyên chính  F x  nên iđêan (p) 

sinh bởi p  của  F x là iđêan tối đại. Do đó vành thương    /K F x p  là một trường. 

 Gọi       : /F x F x p K     

    f f p    là toàn cấu chính tắc 

 Thu hẹp của   vào F  là một đồng cấu trường ' : F K   cho nên '  là một 

đơn cấu và F  đẳng cấu với trường con  'Im F   của trường .K   

 Đồng nhất F  với 'Im  tức là đồng nhất mỗi a F  với   ,a p K   ta có K  

chứa F  như một trường con. 

 ii) Ta có đồng cấu vành      : /F x F x p K    

 Đặt     .u x x p K      

 Vì    'a a a    với mọi a F  và     0 ,p p K     nên trong K  ta có: 

       0p u p x p K      

 Nói cách khác u  là một nghiệm của đa thức p  trong .K   

 Ngoài ra, vì   là toàn cấu, mọi phần tử của K  có dạng  f  với một đa thức 

 ;f F x  hay          ,f f x f x f u      tức là một đa thức theo u  với hệ 

tử thuộc .F   
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 Vậy  ,K F u  một vành đa thức theo biến u K  với hệ tử thuộc vành con F  

của ,K  nghĩa là K  được sinh bởi F  và .u   

 iii) Vì mọi đa thức  f F x  có thể đặt dưới dạng f pq r   với một đa thức 

duy nhất  ,r F x  nếu khác 0, có bậc r   bậc p  bằng n nên 

         .f pq r r r u F u        

 Điều này chứng tỏ mọi phần tử của  K F u  có thể viết thành một đa thức 

duy nhất  r u  theo biến u  với hệ tử thuộc F  và nếu   0r u   thì bậc 1.r n    

 Định lý 2. Nếu F  là một trường và f  là một đa thức của vành  F x  với bậc 

0,f n   thì tồn tại một trường K  chứa F  như một trường con, sao cho trong vành 

đa thức  ,K x  f  có dạng 

    1( )...( )n nf a x u x u g    

trong đó 1, ,...,n na u u  là những hằng thuộc K  và g  là một đa thức của  .K x   

 Chứng minh:  

 Trước hết đa thức   0f F x   bậc n  có hệ tử dẫn đầu 0na   có thể viết với 

đa thức  0 nf F x   có hệ tử dẫn đầu 1 và bậc nf   deg .f n   

 Ta chứng minh định lý bằng quy nạp trên n   deg .f   

 Với 1,n   ta có    0 1 1 0f a a x F x a     và có thể viết 

    
 1 1f a x u   với 0

1

1

,
a

u
a

   

 Vậy trong trường hợp này trường K  chính là .F   

 Với 1,n   giả sử định lý đúng với mọi đa thức khác 0 có bậc 1n   của  .F x   

 Vì n nf a f  và nf  có một ước bất khả quy  ,p F x  cho nên tồn tại một 

trường 1K  chứa F  như một trường con và một nghiệm 1u  của p  để trong vành đa 

thức  1 ,K x  ta có  1nf x u g   và  1nf a x u g   với một đa thức  1g K x  có hệ 

tử dẫn đầu 1 và bậc 1.g n    

 Theo giả thiết quy nạp, tồn tại một trường K  chứa 1K  và F  như những trường 

con sao cho trong vành đa thức  ,K x g  có dạng    2 ... ng x u x u   , do đó: 
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        1 1 2 ...n n nf a x u g a x u x u x u g       (đpcm). 

 Bổ đề 1. Mọi phần tử của  là bình phương của một phần tử của  và mọi đa 

thức bậc 2 của  x  đều có nghiệm trong . 

 Chứng minh:  

 Cho số phức ,a bi   ta chứng tỏ có một số phức s ti   sao cho 

 
2 2

2 2 22s
2s

s t a
s ti a bi s ti t a bi

t b

  
         


 

 Suy ra:  
2

2 2 2 2s t a b     

 Gọi 0c   là căn bậc hai của 
2 2 0,a b   ta có ,c a c b   và 

2 2 .s t c   

 Do đó, 
   2 2, .

2 2

c a c a
s t

 
    

 Vì c a  nên 0c a   và các đẳng thức trên cho định các số thực s  và .t   

 Vậy số phức a bi  là một bình phương. 

 Với  2ax bx c x    với 0.a   Ta có 

2 2
2

2

4
.

2 4

b b ac
ax bx c a x

a a

  
      

   

 

 Theo trên có số phức d  sao cho 

2
2

2

4

4

b ac
d

a


   nên đa thức bậc 2 đã cho có 

nghiệm .
2

b
d

a
     

 Mệnh đề 1. Mọi đa thức bậc lớn hơn 0 của  x  đều có nghiệm trong .   

 Chứng minh: Cho đa thức   0g x   với bậc 0.g n    

 Với mọi số tự nhiên 0n   đều có thể viết dưới dạng 2mn q  với số nguyên 

0m   và số nguyên q  là số lẻ. 

 Vì mệnh đề đúng với 0,m   ta chứng minh bằng quy nạp trên .m   

 Không làm mất tính tổng quát của chứng minh, ta có thể giả sử hệ số dẫn đầu 

của g  là 1,na   vì mọi đa thức có thể viết nf a g  với deg f   deg g  và g  có hệ tử 

dẫn đầu bằng 1. 
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 Theo định lý 2 có một trường K  chứa  như một trường con sao cho trong 

 K x  đa thức g  có dạng nhân tử hóa như sau: 

        1 2 ... ng x x x        

 Dưới dạng khai triển: 
1 2

1 2 ... ( 1)n n n n

ng x s x s x s         

trong đó 1,..., ns s  là các đa thức đối xứng sơ cấp theo các nghiệm 1 2, ,..., n K     của .g   

 Vì  ,g x  dạng này cho thấy các hệ tử 1,..., ns s  đều thuộc .   

 Với một số thực ,b  ta xét đa thức sau đây của   :K x   

    

   1

1

.b j i j

i j n

G x x b  
  

    
    

 Đa thức này hiển nhiên có  
1

1
2

n n   nghiệm ij i j i jb K         

cho nên các hệ tử của  bG x  là những đa thức đối xứng theo các ij  với hệ số thuộc 

,  do đó cũng là đa thức đối xứng theo 1 2, ,..., n    với hệ số thực. 

 Vì mỗi hệ tử của  bG x  là đa thức đối xứng của vành  1 2,..., ,   nên các hệ 

tử này biểu thị được như là đa thức theo 1,..., ns s  và với hệ tử thuộc 
..   

 Nhưng vì 1,..., ns s   theo trên, cho nên các hệ tử của  bG x  đều thuộc ,  

hay    .bG x x   

 Mặt khác, ta có 

bậc      1 11
1 2 2 1 2 '

2

m m m

bG x n n q q q       

      (với  ' 2 1mq q q   là một số nguyên lẻ). 

 Do đó theo giả thiết quy nạp, đa thức  bG x  có một nghiệm ,ij   tức là có ít 

nhất một cặp chỉ số  ,i j  sao cho: 

i j i jb      và  'i j i jb      với '.b b  

 Từ đó suy ra i j    và ;i j   hơn nữa vì: 

      2

i j i j i jx x x x x            
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 Ta có i  và j  là các nghiệm của một đa thức bậc 2 với hệ số phức, theo bổ đề 

1, các nghiệm i  và j  thuộc .  Điều này chứng tỏ đa thức  g x  đã cho có ít 

nhất một nghiệm thuộc .  (đpcm) 

 Định lý 3. Nếu  f z  là một đa thức trong  z  có bậc dương, thì  f z  có 

nghiệm trong .   

 Chứng minh:  

 Phép chứng minh của định lý này là không thuần túy đại số, nên để chứng minh 

Định lý cơ bản của Đại số, ta có thể sử dụng định lý của E. Rouche. 

 Định lý Rouche: Cho miền M   với biên của M  là  .B M  Nếu  f z  và 

 h z  là các hàm giải tích trong và trên miền M  sao cho    h z f z  trên biên 

 B M  thì  f z  và    f z h z  có cùng số nghiệm trên miền .M   

 Bây giờ ta chứng minh định lý 3. 

 Cho   1 0...n

nf z a z a z a     là một đa thức với hệ số phức bậc 0.n   Ta cần 

chứng minh  f z  có nghiệm phức. 

 Đặt   n

np z a z  và       1

1 1 0... .n

nh z f z p z a z a z a

        

 Lấy số thực 0.r   Trên đường tròn z r  ta có 

  
 

nn n

n n np z a z a z a r     

 và   1 1

1 1 0 1 1 0... ... .n n

n nh z a z a z a a r a r a 

           

 Vì 0na   nên ta có thể đặt 1 1 0...n

n

a a a
K

a

   
   

 Chọn  max 1, .r K  Khi đó: 

 

 

   

1

1 1 0

1

1 1 0

1

...

...

.

n

n

n

n

n n

n n

h z a r a r a

a a a r

r a r a r p z











   

   

  

 

 Vì thế    h z p z  với mọi z  nằm trên đường tròn tâm là gốc tọa độ, bán kính .r   

 Chú ý rằng đường tròn z r  chính là biên của miền  : .M z z r     

 Rõ ràng   n

np z a z  có n  nghiệm phức (thực ra  p z  có một nghiệm 0z   

với bội ).n   
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 Do đó, theo định lý Rouche,      f z p z h z   có n  nghiệm phức. 

 Định lý 4. 

 i) Nếu z a bi   là một nghiệm phức của đa thức    f x x  thì liên hợp của 

nó z a bi   cũng là một nghiệm. Do đó đa thức thực  

       2 2 22x z x z x ax a b        

là một nhân tử của  .f x   

ii) Nếu , ,a b c  và a b c  là một nghiệm vô tỷ của đa thức hữu tỷ 

   ,f x x  thì a b c  cũng là một nghiệm, và đa thức hữu tỷ 

     2 2 22x ax a b c     

là một nhân tử của  .f x  

 Chứng minh:  

 i) Xét đa thức     2 2 22 .g x x ax a b x z x z         

 Theo thuật toán chia trong  ,x  tồn tại các đa thức thực  q x  và  r x  sao 

cho: 

       ,f x q x g x r x   trong đó   0r x   hoặc  deg 2.r x   

 Do đó   0 1r x r r x   trong đó 0 1, .r r    

 Khi đó z a bi   là một nghiệm của    , ;f x g x  do đó nó cũng là một 

nghiệm của   ,r x  nên  0 10 .r r a bi     

 Cho phần thực và phần ảo bằng nhau, ta có 0 1 0r ra   và 1 0.rb    

 Nhưng khi đó      0 1 0 1 1 0.r z r a bi r r a bi r ra rbi           

 Do z  là một nghiệm của  r x  và  ,g x  nó phải là nghiệm của  .f x   

 Nếu z  là số phức và không phải là số thực, thì 0.b   Trong trường hợp này 

1 0r   và 0 0.r    

 Vậy    g x f x  hay  g x  là một nhân tử của  .f x  

 ii). Xét đa thức 

         2 2 22 .h x x ax a b c x a b c x a b c           
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 Theo thuật toán chia trong  ,x  tồn tại các đa thức thực  q x  và  r x  sao 

cho: 

       ,f x q x h x r x   trong đó   0r x   hoặc  deg 2.r x   

 Do đó   0 1r x r r x   trong đó 0 1, .r r    

 Khi đó a b c  là một nghiệm của    , ;f x h x  do đó nó cũng là một nghiệm 

của   ,r x  nên  0 10 .r r a b c    Cho 0 1 0r ra   và 
1 0.rb c    

 Nhưng khi đó    0 1 0 1 1 0.r a b c r r a b c r ra rb c          

 Do a b c  là một nghiệm của  r x  và  ,h x  nên nó phải là nghiệm của 

 .f x   

 Nếu ,a b  không đồng thời bằng 0 thì trong trường hợp này 1 0r   và 0 0.r    

 Vậy    h x f x  hay  h x  là một nhân tử của  .f x
 

 Định lý 5. Các đa thức bất khả quy trong vành  x  là các đa thức bậc 1. 

 Chứng minh:  

 Trong  x , các đa thức bậc 0 là các phần tử khả nghịch. 

 Theo định lý 3, mỗi đa thức có bậc dương có một nghiệm trong .  

 Vậy tất cả các đa thức có bậc lớn hơn 1 khả quy và các đa thức bậc 1 là các đa 

thức bất khả quy trong vành  .x   

2.1.2 Phân tích đa thức trên trƣờng số thực 

 Định lý 6. Các phần tử bất khả quy của miền nguyên  x  chỉ là các đa thức 

bậc 1 có dạng    0f x ax b a     hoặc bậc 2 có dạng   2 ,f x ax bx c    (với 

0a  ) trong đó 
2 4 0.b ac    

 Chứng minh:  

 Hiển nhiên, nếu    f x x  là đa thức bậc 1 hoặc tam thức bậc 2 với biệt 

thức 
2 4 0b ac     thì  f x  là bất khả quy trên . Ta chứng minh điều ngược lại. 

 Giả sử    f x x  là một đa thức bất khả quy với  deg 1.f x   

 Trường hợp 1:  deg 1f x   thì  f x ax b   với 0.a    
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 Trường hợp 2:  deg 2,f x   khi đó   2f x ax bx c    với 0a  .  

Nếu 2 4 0b ac     thì  f x  có hai nghiệm 1 2,    và ta có 

    1 2f x a x x      (mâu thuẫn). 

Vậy 2 4 0.b ac    

 Trường hợp 3:  deg 2.f x    

Theo định lý 3 thì   0f x   có nghiệm m ni    .  

Theo định lý 4 thì   0f x   cũng có nghiệm .m ni     

Do đó trong  ,x  

         2 2 22f x a x x a x mx m n x          hay  f x  là khả quy 

(mâu thuẫn). 

 Vậy    f x x  là một đa thức bất khả quy khi và chỉ khi hoặc 

   0f x ax b a    hoặc   2 ,f x ax bx c    (với 0a  ) trong đó 
2 4 0.b ac   

 Định lý 7. Mọi đa thức    f x x  khác 0 với bậc f n  có dạng nhân tử 

hóa duy nhất 

         11 2 2

1 1 1... ...
ts

m mnn

s t tf x a x b x b x c x d x c x d        

trong đó 
*,a  các số thực 1,..., sb b  phân biệt nhau, các đôi số thực 

   1 1, ,..., ,t tc d c d  phân biệt nhau và sao cho  2 4 0 1,..., ,i ic d i t    còn 1,..., sn n  và 

1,..., tm m  là những số nguyên 0  sao cho  

     1 1... 2 ... .s tn n m m n        

 Chứng minh:  

 Ta biết rằng  x là một vành Euclide, nên  f x  có thể phân tích được thành 

tích các nhân tử bất khả quy trong  .x   

 Bằng cách viết x x


  


 
   

 
 và 2 2 .x x x

 
   

 

 
     

 
  

 Khi đó ta có thể quy  f x  về tích  

           11 2 2

1 1 1... ...
ts

m mnn

s t tf x a x b x b x c x d x c x d        
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trong đó 1,..., sb b  phân biệt nhau và  2 4d 0 1,..., ,i ic i t    cùng với 

   1 1, ,..., ,t tc d c d  phân biệt nhau.  

 Ta thấy ngay sự phân tích này là duy nhất. (đpcm) 

2.1.3 Bài tập vận dụng. 

 Bài tập 1. Trong vành  ,x  chứng minh rằng đa thức  f x  chia hết cho đa 

thức  g x  khi và chỉ khi mọi nghiệm của  g x  cũng là nghiệm của  f x  và mọi 

nghiệm bội k  của  g x  cũng là nghiệm bội lớn hơn hoặc bằng k  của  f x . 

 Giải: Trong  ,x  giả sử  f x  chia hết cho  .g x  

 Khi đó    q x x   sao cho      . .f x g x q x   

 Giả sử   là một nghiệm của  ,g x  từ   0g    suy ra   0.f      

 Nếu   là nghiệm bội cấp 1k   của  g x  thì ta có    h x x   sao cho  

     .
k

g x x h x    

 Khi đó        . . ,
k

f x x h x q x   tức là   là nghiệm bội lớn hơn hoặc bằng 

k  của  f x . 

 Ngược lại, nếu mọi nghiệm bội cấp 1ik   của  g x  đều là nghiệm bội với cấp 

lớn hơn hoặc bằng ik  của  f x  thì ta có: 

       

         

1 2

1 2

1 2

1 2

... ,

... .

n

n

kk k

n

kk k

n

g x a x x x

f x b x x x q x

  

  

   

   
 

 Điều này chứng tỏ      1 .f x ba g x q x   

 Vậy  f x  chia hết cho  .g x   

 Bài tập 2. Trong vành  ,x  chứng minh rằng đa thức: 

   
   3 3 1 3 2 , ,k l nf x x x x k l n       

chia hết cho đa thức   2 1.g x x x     

  

Giải: Ta có phương trình 
2 1 0x x    có 2 nghiệm là: 

1 2

1 3 1 3
; .

2 2 2 2
x i x i

 
     
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Ta thấy đa thức   2 1g x x x    là một đa thức bậc hai không có nghiệm hữu 

tỷ nên nó là đa thức bất khả quy trên  .x   

Lại có:       3 21 1 1 1 ,x x x x x g x        nên  g x  có 2 nghiệm phức là 

21 3 1 3
; ,

2 2 2 2
i i 

 
     là 2 căn nguyên thủy bậc ba của đơn vị. 

 Mặt khác ta có: 

3 3 1 3 2

3 3 2 3

1 3 1 3 1 3 1 3

2 2 2 2 2 2 2 2

1 3 1 3 1 3 1 3 1 3
. .

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 3
1

2 2

k l n

k l n

k

f i i i i

i i i i i

i

 

          
                    

       

                  
                                                 

 
  



2

1 3
.1 .1

2 2

1 3 1 3
1 0.

2 2 2 2

l ni

i i

  
     

  

 
     

 Khi đó ta có thể nói   3 3 1 3 2k l nf x x x x     cũng nhận   và 
2  làm nghiệm. 

 Theo bài tập 1,    h x x   sao cho      .f x g x h x   

 Nhưng  f x  và    g x x  nên suy ra    .h x x   

 Vậy đa thức  f x  chia hết cho đa thức  .g x   

 Bài tập 3. Giả sử K  là một trường,  f x  và  g x  là hai đa thức nguyên tố 

cùng nhau trong  .K x  Chứng minh rằng    yf x g x  là một đa thức bất khả quy 

trong  , .K x y   

 Giải: Ta có K  là một trường,  f x  và  g x  là hai đa thức nguyên tố cùng nhau. 

 Nên nếu xem    yf x g x  như một đa thức bậc nhất một ẩn đối với y thì 

   yf x g x  là đa thức nguyên bản, hay đa thức bất khả quy trên  .K x
 

 Suy ra    yf x g x  bất khả quy trong     , .K x y K x y  

  

Bài tập 4. Phân tích các đa thức sau thành nhân tử: 
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 

 

 

4 3 2 2 3 4

4 3 2 2 3 4

2 2 2 2 2 2 4 4 4

, , 2 7 9 7 2 ;

, , 3 8 14 8 3 ;

, , , 2 2 2 .

a f x y x x y x y xy y

b h x y x x y x y xy y

c p x y z x y y z z x x y z

    

    

     

  

 Giải:  

 
 

     

4 3 2 2 3 4

4 4 2 2 2 2

, , 2 7 9 7 2

2 7 9 *

a f x y x x y x y xy y

x y xy x y x y

    

    
  

 Ta biểu diễn  ,f x y  qua đa thức đối xứng. 

 Ta có: 
4 4 4 2 2

1 1 2 24 2x y          

  
2 2 2

1 22x y       

 Thay các kết quả vào (*) ta được: 

 
     4 2 2 2 2

1 1 2 2 2 1 2 2

4 2 2

1 1 2 2

, 2 4 2 7 2 9

2

f x y        

   

     

  
  

 Ta có   4 2 2

1 1 2 2, 2f x y         là tam thức bậc 2 theo 2 ,  suy ra 

2 2

2 1 2 12 , .        

 Vậy     2 2

1 2 1 2, 2f x y         

     2 2 2 22 2 5 .x y xy x y xy        

 
 

     

4 3 2 2 3 4

4 4 2 2 2 2

, , 3 8 14 8 3

3 8 14 *

b h x y x x y x y xy y

x y xy x y x y

    

    
  

 Ta biểu diễn  ,h x y  qua đa thức đối xứng. 

 Ta có: 
4 4 4 2 2

1 1 2 24 2x y         

  
2 2 2

1 22x y      

 Thay các kết quả trên vào (*) ta được:  

 
     4 2 2 2 2

1 1 2 2 2 1 2 2

4 2 2

1 1 2 2

, 3 4 2 8 2 14

3 20 36

h x y        

   

     

  
 

 Ta có   4 2 2

1 1 2 2, 3 20 36h x y        là tam thức bậc 2 theo 2  mà không có 

nghiệm thực. Do đó ta không thể phân tích thành nhị thức theo 2.  

 Ta sử dụng hệ số bất định để phân tích. Ta có: 
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 

    

4 3 2 2 3 4

2 2 2 2

, 3 8 14 8 3

**

h x y x x y x y xy y

Ax Bxy Cy Cx Bxy Ay

    

    
 

 Tìm A, B, C bằng cách sử dụng hệ số bất định. 

 Với    
2

1, 4 2 1x y A B C A B C           

 Nhận xét: Đẳng thức (**) không thay đổi khi ta thay đổi dấu của các hệ số A, B, 

C thành ngược lại. Để không mất tình tổng quát, ta cho 2.A B C     

 Với     
2

1, 1, 36 6 2x y A B C A B C            

 Với  0, 1, 3 3x y AC     

 Từ (1), (2) và (3) ta có các hệ: 

 

2

6

3

A B C

I A B C

AC

  


  
 

   và           

2

6

3

A B C

II A B C

AC

  


   
 

 

 Hệ  I  cho ta nghiệm 1, 2, 3.A B C      

 Hệ  II  không có nghiệm thực. 

 Vậy 

    4 3 2 2 3 4 2 3 2 2, 3 8 14 8 3 2 3 3 2h x y x x y x y xy y x xy y x xy y                

 
 

     

2 2 2 2 2 2 4 4 4

2 4 4 4

, , , 2 2 2

2 2

c p x y z x y y z z x x y z

xy yz xz xyz x y z x y z

     

         
 

  

 Ta biểu diễn  ,p x y  qua đa thức đối xứng. 

 

     

   

2 4 2 2

2 1 3 1 1 2 2 1 3

4 2

1 1 2 1 3

3

1 1 1 2 3

, , 2 2 4 2 4

4 8

4 8 *

p x y z         

    

    

     

   

   

  

 Nhận thấy (*) chia hết cho 1 x y z     và đa thức ban đầu là hàm số chẵn 

theo x, y, z. Do đó ta thay x x   (hoặc y y   hoặc )z z   thì đa thức sẽ không đổi. 

 Do đó đa thức chia hết cho , , .x y z x y z x y z        

 Khi đó       , , .Mp x y z x y z x y z x y z x y z             

 Do  p x  là đa thức bậc 4 nên M  phải là hằng số. Sử dụng hệ số bất định, tìm M: 

 Cho 1 1.x y z M       
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 Vậy       , , .p x y z x y z x y z x y z x y z             

 Bài tập 5. Chứng minh rằng vành thương    2

2 / 1x x x   là một trường có 

4 phần tử; lập bảng cộng và bảng nhân của trường này. 

 Giải: Đa thức  2

21 x x x    không có nghiệm trong 2  nên bất khả quy. 

 Do đó vành thương    2

2 / 1x x x   là một trường đẳng cấu với trường 

 2 ,u  với 
21 0,u u    và trường này có 4 phần tử là 0, 1, , 1 .u u   

Lập bảng: 

(+) 0  1  u  1 u  

0  0  1  0 u  1 u  

1  1  0  1 u  0 u  

u  0 u  1 u  2u  1 2u  

1 u  1 u  0 u  1 2u  0 2u  

 

(x) 0  1  u  1 u  

0  0  0  0  0  

1  0  1  1.u  1 1.u  

u  0  1.u  
2u  21.u u  

1 u  0  1 1.u  
21.u u  

21 u  

Bài tập 6. Tìm dạng nhân tử hóa của đa thức trong   :x   

  2 3 4 5 61 3 2 3f x x x x x x x        

 Giải: Ta thấy 0x   không là nghiệm của phương trình   0f x   (1), nên ta 

chia cả 2 vế của phương trình (1) cho 
3,x  phương trình trở thành: 
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2 3

3 2

3 2

3 2

3 2

3 2

2

1 1 3
2 3 0

1 1 1
3 2 0

1 1 1 1
3 2 3 2 0

1 1
0

1 1
1 0.

x x x
x x x

x x x
x x x

x x x x
x x x x

x x
x x

x x
x x

      

     
            

     

       
                 

       

   
       

   

   
       

   

   

 Bài tập 7. Biết rằng đa thức có hệ số phức sau đây 

       2 31 3 9 5 6 2f x i ix i x x        

có một nghiệm số thực. Tìm dạng nhân tử hóa của  f x  trong  .x   

 Giải: Dễ dàng kiểm tra  f x  có một nghiệm số thực là 
1

.
2

x    

- Dùng Hoocne: 

 2  5 6i   9i  3 1i   

1

2
x   2 4 6i   2 6i   0 

 Suy ra     21
2 2 3 1 3 .

2
f x x x i x i

 
      

 
  

 - Xét    2 2 3 1 3g x x i x i       

 Lập    
2 22 3 4 1 3 1 .i i i              

 Khi đó  g x   có 2 nghiệm là 
1

2

1 2

1

x i

x i

 


 
  

 Vậy dạng nhân tử hóa của  f x  trong  x  là: 

    
1

2 1 2 1 .
2

f x x x i x i
 

      
 

 

 Bài tập 8. Tìm dạng nhân tử hóa của các đa thức sau đây trong   :x   

  a) 
21 ;i x x     

  b) 
3 41 ;x x x     

  c) 
2 ;x i   
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  d) 2 4 3;x i    

  e) 5 1.x    

 Giải:  

 a)         2 21 1i x x x i x x i x i i x             

            1 .x i x i     

 b)       3 4 3 31 1 1 1 1x x x x x x x x           

 

      2 1 3 1 3
1 1 1 1 1 .

2 2 2 2
x x x x x x x i x i

  
             

  
  

 c)      
22 2 2 21 1

2 1
2 2

x i x i x i x i           

       

2

2 2 2 2 2 2 2
.

2 2 2 2 2 2
x i x i x i

    
           

    
  

 d)    
22 2 24 3 4 4 1 2 4 1x i x i x i i           

 
 

           
22 2 1 2 1 2 1 .x i x i x i          

 e)   5 4 3 21 1 1x x x x x x        

 Xét   4 3 2 1f x x x x x      

 Ta thấy 0x   không là nghiệm của   0,f x   nên ta chia cả 2 vế của phương 

trình cho 
2 ,x  ta được phương trình sau: 

 

2 2

2 2

2 2

1 1 1 1
1 0 1 0

1 1 1 1
2 1 0 1 0

1 1 5

2

1 1 5

2

x x x x
x x x x

x x x x
x x x x

x
x

x
x

   
             

   

       
                   

       

 
 


 

 


    

 Vậy  5 2 21 5 1 5
1 1 1 1 .

2 2
x x x x x x

   
        

  
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Bài tập 9. Tìm dạng nhân tử hóa của các đa thức sau đây trong   :x  

  a, 
4 16;x   

  b, 
81 ;x  

  c, 
4 81 ;x x   

  d, 2 3 41 4 8 4 .x x x x      

 Giải: 

 a, 4 4 2 216 8 16 8x x x x    
 

        
2

2 24 8x x    

        
  2 22 2 4 2 2 4 .x x x x       

 b,  
2

8 4 8 4 4 41 1 2 2 1 2x x x x x x          

      
  2 4 2 41 2 1 2 .x x x x        

 c,  
2

4 8 4 8 4 4 41 1 2 1x x x x x x x          

      

  

  

   

    

2 4 2 4

2 4 2 2 4 2

2 2
2 2 2 2

2 2 2 2

1 1

1 2 1 2 3

1 1 3

1 1 1 3 1 3 .

x x x x

x x x x x x

x x x x

x x x x x x x x

    

      

       
      

        

  

 d, Giả sử 

  

       

2 3 4 2 2

4 3 3

1 4 8 4

D D *

x x x x x Ax B x Cx D

x A C x D AC B x A BC x B

        

        

        
                (với 

0 , , , )A B C D   
 

 Khi đó ta có:  
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 

   

   

 

4
4 1

1
4 8 28

4 4 3
D 4

1
4

D 1

A C
C A

A A BD AC B
B

A
B A

A BC B

D
BB

    
 
         
 

 
    

 
 

 

 

 Giải phương trình (2), ta được: 

       21
4 8 1 4 8 0 5A A B AB B B B

B
            

 Giải phương trình (3), ta được: 

  

   

     

2

2 2

2

4 4 4 4 0

4 4 0

1 4 1 0 6

A
B A A B A B

B

A B AB B

A B B B

       

    

    

 

 Dễ dàng kiểm tra được 1B   không phải là nghiệm của hệ phương trình. 

 Với 1B   ta được:  

   

   

   

6 1 4 0

4
1 7

1

A B B

B
A B

B

   

   


  

 Thay (7) vào (5) ta được: 
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 

       

 

2 3
2

2

2 2 22 3 2

2 2 3 3 2 3 4 2 3

4 3 2

2 2

2

2

2

2

16 16
1 8 0

1 1

1 16 1 16 1 8 1 0

1 2 16 16 16 2 8 16 8 0

6 2 6 1 0

6 1
6 2 0

1 1
6 2 0 0

1 1
6

B B
B B

B B

B B B B B B B B

B B B B B B B B B B B

B B B B

B B B
B B

B B B
B B

B B
B B

    
 

         

            

     

 
      

 

   
         

   

 
    

 

2

2

0

1 1
6 0

1
0

1 0 ( ) 3 2 2
.

1 6 1 0 3 2 26 0

B B
B B

B
B VN BB

B B BB
B

 
 

 

  
      

  


       

    
        



  

 Suy ra ta có các bộ nghiệm sau: 

2 2

3 2 2

2 2

3 2 2

A

B

C

D

  


 


 


 

     hoặc     

2 2

3 2 2

2 2

3 2 2

A

B

C

D

  


 


 


 

  

 Nhận xét: Đẳng thức (*) không thay đổi khi ta thay đổi vị trí của A và C; B và 

D. 

Vậy    2 3 4 2 21 4 8 4 2 2 3 2 2 2 2 3 2 2 .x x x x x x x x               
   

 

2.2 Phân tích các đa thức nguyên và các đa thức hữu tỷ 

2.2.1 Đa thức hệ số nguyên 

 Định nghĩa. Nếu đa thức   1

1 1 0... , 0n n

n n nf x a x a x a x a a

       có các hệ 

số , 0,ia i n   thì ta nói  f x  là đa thức hệ số nguyên. 

 Ta kí hiệu tập hợp các đa thức hệ số nguyên là  .x   

 Định lý 8. Nếu đa thức  f x  có nghiệm nguyên x   thì      f x x g x   

với  g x  là đa thức hệ số nguyên. 

 Định lý 9. Cho  f x  là đa thức hệ số nguyên: 
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    1

1 1 0... ; 0, ,n n

n n if x a x a x a x a a i n

        ,a b  là hai số nguyên 

khác nhau. Khi đó:      .f a f b a b    

 Chứng minh:  

 Ta có:    1

1 1 0...n n

n nf a a a a a a a a

       

     1

1 1 0...n n

n nf b a b a b a b b

       

 Suy ra          1 1

1 1...n n n n

n nf a f b a a b a a b a a b 

          

 Mặt khác,     1 2 1...k k k k ka b a b a a b b a b         (với k  ) 

 Nên      f a f b a b   (đpcm). 

2.2.2 Đa thức hệ số hữu tỷ 

 Định lý 10. Cho đa thức hệ số nguyên  

   0 1 ... .n

nf x a a x a x x      

  Nếu ,
p

x
q

  với ƯCLN  , 1, 0p q q   là nghiệm hữu tỷ của  f x  thì 0p a  

và .nq a   

Chứng minh:  

 Giả sử phân số tối giản 
p

q
 là nghiệm của đa thức  .f x  Khi đó ta có: 

 

 

1

1 1 01

1 1

1 1 0

0 . . ... . 0

... 0 1

n n

n nn n

n n n n

n n

p p p p
f a a a a

q q q q

a p a p q a pq a q



 

 



 
       

 

     

 

 Từ (1) ta có: 

    1 2 1

1 1 0... 2n n n n

n na p q a p a pq a q  

       

và     1 2 1

0 1 1... 3n n n n

n na q p a p a p q a q  

       

 Từ (2) suy ra 
n

na p q  mà  , 1np q   nên .na q   

 Từ (3) suy ra 0

na q p  mà  , 1np q   nên 0 .a p      (đpcm) 

 Ví dụ: Phân tích   3 22 3 1f x x x    trong  .x   

 Giải: Nếu 0
p

f
q

 
 

 
 thì  1p   và 2.q   
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 Do đó 1p    và 1q    hoặc 2.  Khi đó 
1

1;
2

p

q

 
   
 

  

 Do    1 4, 1 0f f    nên   1.f x x    

 Thực hiện phép chia ta được     21 2 1f x x x x      

 Tam thức bậc hai 22 1x x   có hai nghiệm là 1x    và 
1

2
x   nên ta có: 

     
2

1 2 1 .f x x x    

 Trong định lý trên nếu 1na   ta có hệ quả sau: 

 Hệ quả 1. Cho đa thức    p x x  với hệ tử cao nhất bằng 1. Khi đó nghiệm 

hữu tỷ (nếu có) của  f x  là nghiệm nguyên và hệ số nguyên này là ước của số hạng tự 

do. 

 Định lý 11. Nếu phân số tối giản 
p

q
 là nghiệm của đa thức 

   1

1 1 0...n n

n nf x a x a x a x a x

       và m  thì  .p mq f m  

 Chứng minh: Giả sử 
p

q
 là nghiệm của  ,f x  tức là 0.

p
f

q

 
 

 
  

 Giá trị  f x  tại x m  là:  

 

 

1

1 1 0

1 1 1

1 11

1 1 1

1

...

...

...

n n

n n

n n n n
n

n nn n

n n n
n n n

p
f m a m a m a m a f

q

p m q p mq p
a m a a

q q q

A a A a
mq p a

q q q





  

 

 



 
       

 

      
         

    

 
     

 

 

     . . *nq f m mq p A     

 Do  , 1p q   nên    , 1 , 1.nmq p q mq p q       

 Từ (*) suy ra  f m mq p  hay  p mq f m  (đpcm). 

 Định lý 12. (Bổ đề Gauss). Cho đa thức với hệ số nguyên 

   0 1 ... .n

nf x a a a x x      

 Nếu  f x  có thể phân tích được trong  x  thành      f x g x h x  với 

     ,g x h x x  thì  f x  cũng phân tích được trong  .x   
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 Một cách tương đương, nếu đa thức    ,f x x  bậc 1,n   bất khả quy trên 

 thì cũng bất khả quy trên .    

 Chứng minh:  

 * Nhận xét: Một đa thức    f x x  luôn luôn viết được dưới dạng tích của 

một phân số tối giản và một đa thức có các hệ số nguyên tố cùng nhau. Một đa thức 

như vậy được gọi là đa thức nguyên bản.  

 Thật vậy, giả sử: 

   0 1

0 1

... , ,n
n i i

n

a aa
f x x a b

b b b
      trong đó các hệ số hữu tỷ của  f x  ở 

dạng phân số tối giản.  

 Đặt 0 1... nq b b b  ta có        
1

, .f x g x g x x
q

   

 Gọi p  là ước chung lớn nhất của các hệ tử của  g x  ta được    * ,g x pf x  

với  *f x  là đa thức nguyên bản. Từ đó    * .
p

f x f x
q

   

 Giả sử      f x g x h x  là sự phân tích trong  .x  Theo nhận xét trên ta có: 

       * * * * ,
s t st

f g x h x g x h x
u v uv

   trong đó    * *,g x h x  là những đã thức 

nguyên bản.  

 Để chứng minh định lý, ta chứng mình rằng uv st  bằng cách chứng minh rằng 

không có ước nguyên tố p của uv có thể chia hết cho mọi hệ số của    * * .g x h x   

Thật vậy, giả sử 

 

 

*

0

*

0

... ,

... .

k

k

l

l

g x b b x

h x c c x

  

  
 

 Chọn một ước nguyên tố p của uv. Do    * *g x h x  là nguyên bản nên phải có 

những hệ số đầu tiên ,r sb c  không chia hết cho p. Hệ số của 
r sx 

 của tích    * *g x h x  là 

   0 1 1 1 1 0... ... .r s r s r s r r r sb c b c b c b c b c            

 Các tổng ở hai dấu ngoặc đều chia hết cho p, nhưng r sb c  không chia hết cho p 

nên hệ số của 
r sx 

 không chia hết cho p. Điều này chứng tỏ p không là ước chung của 

các hệ số của tích    * * .g x h x  Bởi vậy, p phải là ước của st. 
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 Suy ra ,uv st  và do đó  f x  phân tích được trong  .x    

Mệnh đề 2. Một đa thức bậc 2: 

 2 , 0ax bx c x a     

với biệt số 
2 4 0b ac   là bất khả quy trong  .x   

 Chứng minh:  

 Thật vậy  2 , 0ax bx c x a     là khả quy trong  x   nếu và chỉ nếu nó 

có nghiệm số hữu tỷ, tức là có các số nguyên , , ,      sao cho  

    2 2 .ax bx c x x x x                 

 Khi đó,    
2 22 4 4 0.b ac              

 Đối với những đa thức có hệ số nguyên với bậc n > 1 bất kì, trong một số 

trường hợp, ta có thể sử dụng tiêu chuẩn bất khả quy trong  x  sau đây, gọi là Tiêu 

chuẩn Eisenstein.  

 Định lý 13. (Tiêu chuẩn Eisenstein). Đa thức với các hệ số nguyên 

   0 1 ... , 1nf x a a x a x n      là đa thức bất khả quy trong vành đa thức hệ số hữu 

tỷ  x  nếu tồn tại số nguyên tố p  thỏa mãn đồng thời: 

 

2

0

) 0, 1

)

)

i

n

i p a i n

ii p a

iii p a

 

 

 Chứng minh:  

 Giả sử  f x  khả quy trên .  Khi đó theo định lý 12 nó cũng khả quy trên ,  

     f x g x h x   

 

 

0 1

0 1

... , 0 ,

... , 0 ,

r

r i

s

s i

g x b b b x r n b

h x c c b x s n c

      

      
 

 Theo giả thiết, p  chia hết cho 0 0 0.a b c  Tuy nhiên, vì 
2p a  nên chỉ có một 

trong hai số 0 0,b c  chia hết cho p, chẳng hạn 0 .b p   

 Do p không chia hết cho n r sa b c  nên .rp b   
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 Giả sử kb  là hệ số đầu tiên của  g x  không chia hết cho p. Khi đó từ đẳng thức 

 0 1 1 1 1 0...k k k k ka b c b c b c b c       ta suy ra 0kb c p  vì ka  và tổng trong dấu ngoặc 

chia hết cho p.  

 Vì 0c p  nên ,kb p  điều này trái với giả thiết về .kb   

 Mệnh đề 3. (Tiêu chuẩn bất khả quy thu gọn). Cho p  là một số nguyên tố và 

đa thức    0 1 ... ,n

nf x a a x a x x      có đa thức  f x  tương ứng 

   0 1 ... n pf x a a x a x x      

sao cho   0f x   và bậc của  bằng bậc của . Khi đó, nếu  là đa thức 

bất khả quy trong  thì  bất khả quy trong   

 Chứng minh:  

 Giả sử     

 Khi đó  

 Do  nên  và   

 Nếu  bất khả quy trong  thì  hoặc  là phần tử khả nghịch 

trong  chẳng hạn   

 Vì thế  nghĩa là  và khả nghịch trong   

 Vậy  bất khả quy trên   

2.2.3 Bài tập vận dụng. 

 Bài tập 1. Nếu  là một nghiệm hữu tỷ, ở dạng tối giản, của một đa thức  

với hệ số nguyên, chứng minh rằng  với một đa thức  nào đó 

với hệ số nguyên. 

 Giải: Do  là một nghiệm hữu tỷ của đa thức  với hệ số 

nguyên nên ta có:   

Giả sử  trong đó  Khi đó: 

 f x  f x  f x

 p x  f x  .x

           , , .f x u x v x u x v x x 

           , , .pf x u x v x u x v x x 

deg degf f deg degu u degv deg .v

 f x  p x  u x  v x

 ,p x      , 0.pu x x u x 

   deg deg 0,u x u x    *u x  .

 f x .

r

s
 p x

     p x sx r g x   g x

 , , 1,
r

r s
s

  p x

   .
r

p x x q x
s

 
  
 

  1

1 1 0...n

nq x b x b x b

    .ib 
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 Do  là các đa thức với hệ số nguyên nên ta có:   

 Mà  nên   

 Lại do  mà  nên  suy ra   

 Tiếp tục lập luận như vậy ta được  với mọi   

 Do đó  có thể viết lại được dưới dạng: 

 

với  là đa thức thu được từ  bằng cách chia các hệ số  của  cho   

 Bài tập 2. Chứng minh rằng  ở dạng tối giản, không thể là một nghiệm của đa 

thức nguyên  trừ khi  Điều này có thể được sử dụng để rút ngắn 

danh sách các nghiệm hữu tỷ có thể có của một đa thức nguyên. 

 Giải: Nếu  là một nghiệm hữu tỷ của đa thức  thì theo Bài tập 

1,  được viết dưới dạng trong đó  là đa thức với hệ số 

nguyên. 

 Thay  vào đẳng thức trên ta được  trong đó   

 Do đó  Như vậy, phân số tối giản  không thể là một nghiệm của 

đa thức nguyên  trừ khi   

 Do đó để tìm nghiệm hữu tỷ của một đa thức nguyên, ta chỉ cần kiểm tra các 

phân số tối giản  trong đó r là ước của hệ tử tự do, s là ước của hệ tử cao nhất thỏa 

mãn    

 Bài tập 3. Chứng minh rằng đa thức  với hệ số nguyên không có nghiệm 

nguyên nếu  và  đều là những số lẻ. 

  1

2 1 0 1 0...n

n n

r r r
p x b b x b b x b

s s s



 

   
        
   

 p x 0 .
r

b
s



 , 1r s  0.s b

0 1 ,
r

b b
s

  0b  1

r
b

s


1 .s b

1s b 0,1,..., 1.i n 

 p x

     p x sx r g x 

 g x  q x ib  q x .s

r

s

 p x    1 .s r p

 , , 1,
r

r s
s

  p x

 p x      ,p x sx r q x   q x

1x       1 1 ,p s r q   1 .q 

   1 .r s p
r

s

 p x    1 .r s p

,
r

s

   1 .r s p

 f x

 0f  1f
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 Giải: Giả sử ngược lại rằng đa thức  có nghiệm nguyên là a trong 

khi  và  là những số lẻ. 

 Do  là số hạng tự do nên a là ước của  phải là số lẻ. 

 Lại theo điều kiện cần trong Bài tập 2 thì a – 1 phải là ước của   

 Song a – 1 là số chẵn,  là số lẻ nên điều này là vô lý. 

 Vậy  không có nghiệm nguyên.  

 Bài tập 4. Chứng minh rằng:   

a,  là số vô tỷ. 

 b,  là số vô tỷ. 

 Giải: a, Ta thấy  là một nghiệm của phương trình   

 Nếu đa thức này có một nghiệm hữu tỷ c thì theo hệ quả 1, c là một số nguyên 

ước của 2.  

 Do đó các nghiệm hữu tỷ chỉ có thể là   

 Lập bảng giá trị 

 -2 -1
 

1 2 

 -34 -3 -1 30 

 Từ bảng trên ta thấy  không phải là nghiệm hữu tỷ của đa thức. 

 Nên tất cả các nghiệm của đa thức  phải là các số vô tỷ. 

 Vậy  là số vô tỷ. (đpcm) 

 b, Ta có  là một nghiệm của phương trình  

 Nếu đa thức này có một nghiệm hữu tỷ  thì  và   

 Do đó các nghiệm hữu tỷ (nếu có) của đa thức này chỉ có thể là 

  

 Dễ dàng kiểm tra các giá trị này không phải là nghiệm của đa thức  

 Nên tất cả các nghiệm của đa thức  phải là các số vô tỷ. 

   f x x

 0f  1f

 0f  0f

 1 .f

 1f

 f x

5 2

3

2

5

5 2 5 2 0.x  

1, 2. 

x

5 2x 

1, 2 

5 2x 

5 2

3

2

5

625 8 0.x  

p

q
8p 25.q

1 1 2 4 4 8 8
1, 2, 4, 8, , , , , , , .

5 25 5 5 25 5 25
          

625 8.x 

625 8x 
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 Vậy  là số vô tỷ. (đpcm) 

 Bài tập 5. Chứng minh rằng nếu đa thức 

 

có nghiệm hữu tỷ thì ít nhất một trong ba số a, b, c chẵn. 

 Giải: Giả sử  là nghiệm hữu tỷ của   

Khi đó   

Do đó  nghĩa là  là nghiệm hữu tỷ của tam thức 

bậc hai   

Hiển nhiên nghiệm hữu tỷ  là nghiệm nguyên và  còn có nghiệm thứ 

hai  Ta có  và   

Do  nên   

Do đó   

Vì trong ba số nguyên  có ít nhất một số chẵn nên  chẵn và vì 

vậy có ít nhất một trong ba số  chẵn. 

 Bài tập 6. Trong vành  chứng minh rằng đa thức 

 

với n là một số tự nhiên khác không, là một đa thức bất khả quy. 

 Giải: Đa thức  có bậc 3 nên  bất khả quy trong 

 khi và chỉ khi  không có nghiệm hữu tỷ. 

 Ta có 0n   nên  
3

3

3
3 1 .

x x
f x n

n n

 
   

 
  

 Đặt 
x

y
n

   khi đó    3 3 3 1 .f y n y y     

 Đặt 1y z   khi đó:      3 3 2 33 3f y n z z n f z      

 Sử dụng tiêu chuẩn Eisenstein với  là số nguyên tố ta có:  

3

2

5

     2 , 0f x ax bx c x a    

1x  .f x

2

1 1 0.ax bx c  

   
2

1 1 0,ax b ax ac   1 1y ax

  2 .g y y by ac  

1y  g y

2.y 1 2y y b   1 2 .y y ac

1,b y  2 1 .y b y   

 1 2 1 2 .abc y y y y  

1 2 1 2, ,y y y y abc

, ,a b c

 x

  3 2 33 ,f x x n x n  

  3 2 33f x x n x n    f x

 x  f x

3p 
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 

3

0

1

9 3

3 3,0,3

3 a

a











     

 Vậy  bất khả quy trong      

 Bài tập 7. Tìm điều kiện cần và đủ để đa thức  là bất khả 

quy trong   

 Giải: Giả sử  có thể phân tích được thành tích được thành 

tích của hai đa thức bậc hai: 

 

 Khi đó so sánh hệ số ở hai vế ta được: 

 

 Nếu a = 0 thì b = 0 và   

 Khi đó m và n  là nghiệm của phương trình   

 Phương trình này có nghiệm hữu tỷ khi và chỉ khi  là bình phương 

của một số hữu tỷ. 

 Nếu  thì m = n và   

 Vì  a và n  là những số hữu tỷ nên  và  phải là bình phương của 

những số hữu tỷ. 

 Từ các kết quả trên suy ra rằng đa thức  là bất khả quy trong  

khi và chỉ khi  và  không phải là bình phương của những số hữu tỷ. 

 Bài tập 8. Cho  là các số nguyên phân biệt. Chứng minh rằng đa 

thức  là bất khả quy trong   

 f x  .x

  4 2f x x px q  

 .x

  4 2f x x px q  

  4 2 2 2 .x px q x ax m x bx n      

0

0

a b

m n ab p

an bm

mn q

 


  


 
 

m n p

mn q

 




2 X 0.X p q  

2 4p q  

0a  2

2

2

a b

n a p

n q

 


 




q 2 q p

4x px q   x

2, 4q p q 2 q p

1 2, ,...,ana a

       
22 2

1 2 ... 1nf x x a x a x a      .x
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 Giải: Giả sử ngược lại rằng  là khả quy, tức là  có sự phân tích thực 

sự: 

 với  

 Vì  không có nghiệm thực nên  cũng không có nghiệm thực, 

do đó chúng không đổi dấu. 

 Giả sử   

 Vì  nên   

 Suy ra  (vì nếu có đa thức nào có bậc bé hơn n  thì đa thức đó 

đồng nhất bằng 1, vô lý). 

 Vậy  có dạng: 

  trong đó  

 So sánh hệ số cao nhất và hệ số tự do của hai vế của đẳng thức 

 ta được ab = 1 và   

 Suy ra ab = 1 và a + b = 0. 

 Rõ ràng là không tồn tại những số nguyên như vậy. 

 Do đó  là đa thức bất khả quy trong    

 Bài tập 9. Tìm nghiệm hữu tỷ của các đa thức:   

 
3 2, 2 3 6 4;a x x x     

 
5 4 3 2, 2 6 3 12 48.b x x x x x       

 Giải  

 ,a Đặt   3 22 3 6 4f x x x x      

+ Các ước của 0 4a   là  1; 2; 4 .p       

 + Các ước của 2na   là  1; 2 .q     

 Lập phân số 
1

; 1; 2; 4 .
2

p

q

 
     
 

  

 + Tính    1 , 1f f 
 

  

 f x  f x

     f x g x h x  , , 0 deg , deg 2 .g h x g h n  

 f x    ,g x h x

     0, 0 .g x h x x  

  1if a       1 1,2,..., .i ig a h a i n  

deg degg h n 

   ,g x h x

      

      

1 2

1 2

1 ... ,

1 ...

n

n

g x a x a x a x a

f x b x a x a x a

    

    
, .a b

     f x g x h x     2 2 2 2

1 1 11 1 ... ... 1 ... .
n

n n na a a b a a a a     

 f x  .x
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 2 3 6     4  

1x   2 3 9 5 0   

1x    2 1 5 9 0   

 => 1  không phải là nghiệm hữu tỷ của  .f x   

 Kiểm tra 
1

2

p

q
  thỏa mãn 

 

 

1

1

p q f

p q f

 


 

  

 + Dùng Hoocne: 

 2 3 6 4  

1

2
x   2 4 8 0 

 Suy ra     22 1 2 4f x x x x      

 + Xét   2 2 4g x x x    không có nghiệm hữu tỷ. 

 Vậy 
1

2
x   là nghiệm hữu tỷ của  .f x  

 ,b  Đặt   5 4 3 22 6 3 12 48f x x x x x x        

+ Các ước của  là    

 + Các ước của  là   

 Lập phân số   

 + Tính  

 1 2 6 3        

 1 3 9 12 0  

 1 1 5      

 =>  không phải là nghiệm hữu tỷ của   

 Kiểm tra  không có số nào thỏa mãn   

 Vậy  không có nghiệm hữu tỷ. 

0 48a   1; 2; 3; 4; 6; 8; 12; 16; 24; 48 .p          

1na   1 .q 

 1; 2; 3; 4; 6; 8; 12; 16; 24; 48 .
p

q
          

   1 , 1f f 

12 48

1x  48 0 

1x   2 10 38 0 

1  .f x

p

q

 

 

1

1

p q f

p q f

 


 

 f x
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 Bài tập 10. Chứng minh rằng đa thức 
3 2 2 2 4 23 2 7x x y x y xy y y      là bất 

khả quy trong  , .x y   

 Giải: Ta có y  là phần tử nguyên tố trong  y  vì    / .y y    

 Xét đa thức 
3 2 2 2 4 23 2 7x x y x y xy y y      xem như là đa thức ẩn x lấy hệ tử 

trong  .y   

    3 2 2 4 23 7f x x y y x y x y y        

 Sử dụng tiêu chuẩn Eisenstein với p y  là số nguyên tố ta có:  

 

 2 4 2

2

0

3

2

3 , , 7

1

7

y y y y y y

y a

y y ay

  





  


  

 Vậy đa thức  f x  bất khả quy trong       , , .y x y x x y    

 Bài tập 11. Dùng tiêu chuẩn Eisenstein chứng minh rằng các đa thức sau là bất 

khả quy trong   :x   

 
8 6 5, 3 4 8 10 6;a x x x x      

 
4 3, 2 1;b x x x      

 
4 3 2, 13 45 61 25;c x x x x      

 
4 3 2, 1.d x x x x       

 Giải:   

   8 6 5, 3 4 8 10 6a f x x x x x      

 Sử dụng tiêu chuẩn Eisenstein với 2p   là số nguyên tố ta có:  

 

 

8

0

2 4, 8, 0, 0, 0, 10, 6

2

4

3

3 a

a



  






 

 Vậy   8 6 53 4 8 10 6f x x x x x      bất khả quy trong  .x    

   4 3, 2 1b f x x x x     

 Đặt 1t x   khi đó: 
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       

 

4 3

4 3 2 3 2

4 3 2

1 1 2 1 1

4 6 4 1 3 3 1 2 2 1

3 3 3 3

f x t t t

t t t t t t t t

t t t t g t

      

           

     

  

 Sử dụng tiêu chuẩn Eisenstein với 3p   là số nguyên tố ta có:  

 

 

4

0

3 3, 3, 3, 3

3

9

1

3 a

a











 

 Suy ra  g t  bất khả quy trong  .x  

 Vậy   4 3 2 1f x x x x     bất khả quy trong  .x     

   4 3 2, 13 45 61 25c f x x x x x      

 Đặt 1t x   khi đó: 

         

 

4 3 2

4 3 2 3 2 2

4 3 2

1 13 1 45 1 61 1 25

4 6 4 1 13 39 39 13 45 90 45 61 61 25

9 12 6 3

f x t t t t

t t t t t t t t t t

t t t t g t

        

              

     

 

 Sử dụng tiêu chuẩn Eisenstein với 3p   là số nguyên tố ta có: 

 

 

4

0

1

9 3

3 9, 12, 6, 3

3 a

a

 



 



  


   

 Suy ra  g t  bất khả quy trong  .x   

 Vậy   4 3 213 45 61 25f x x x x x      bất khả quy trong  .x   

   4 3 2, 1d f x x x x x       

 Đặt 1t x   khi đó: 

         

 

4 3 2

4 3 2 3 2 2

4 3 2

1 1 1 1 1

4 6 4 1 3 3 1 2 1 1 1

5 10 10 5

f x t t t t

t t t t t t t t t t

t t t t g t

        

              

     

 

 Sử dụng tiêu chuẩn Eisenstein với 5p   là số nguyên tố ta có: 
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 

4

0

5

1

25

5, 10, 10, 5

5

5

a

a











   

 Suy ra  g t  bất khả quy trong  .x   

 Vậy   4 3 2 1f x x x x x      bất khả quy trong  .x   

2.3 Phân tích đa thức trên trƣờng hữu hạn 

2.3.1 Một số tính chất của trƣờng hữu hạn 

Định nghĩa 1. Trường hữu hạn là trường có hữu hạn phần tử. 

Định lý 14. Nếu F là trường hữu hạn thì đặc số của F là một số nguyên tố. 

Chứng minh: Ta có đặc số của trường hoặc là 0 hoặc là một số nguyên. 

Giả sử F  là trường hữu hạn có đặc số 0 thì  F  chứa trường con nguyên tố đẳng 

cấu với .  

Nhưng  là trường vô hạn nên trường con nguyên tố của F  là vô hạn nên 

trường con nguyên tố của F là vô hạn (mâu thuẫn). 

Vậy đặc số của trường hữu hạn là một số nguyên tố. 

Định nghĩa 2. (Trƣờng phân rã của một đa thức)  

i) Cho K là trường và  f x  là đa thức bậc 1n   trên K. Khi đó, trường E chứa 

trường K như trường con, được gọi là trường phân rã của đa thức  f x  trên K nếu 

 f x  có đúng n nghiệm (kể cả nghiệm bội) trong E và E là trường tối thiểu chứa K và 

các nghiệm của  .f x   

ii) Cho đa thức    2

0 1 2 ... n

xf x a a x a x a x K x       ta gọi đa thức sau đây 

là đạo hàm của   :f x     1

1 2' 2 ... .n

nf x a a x na x       

Định lý 15. Cho qF  là trường hữu hạn thì với mọi qa F  ta đều có .qa a   

Chứng minh: Với 0a   thì ta có .qa a   

Với 0a   thì số phần tử của nhóm nhân *

qF  là 1.q    

Suy ra 
* 1.qF q    

Khi đó với mọi *

qa F  ta đều có 
1 1qa    hay .qa a   

Vậy 
qa a  với mọi .qa F   
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Định lý 16. Cho trường hữu hạn qF  và K là trường con của qF  thì đa thức 

qx x  trong  K x  có sự phân tích trong  qF x  là  q

a F

x x x a


    và qF  là trường 

phân rã của đa thức qx x  trên K. 

Chứng minh: Theo định lý 15  ta có qa a  với mọi qa F  hay a  là nghiệm 

của đa thức .qx x   

Ta viết q phần tử của qF  là 1 2, ,..., .qa a a   

Khi đó mỗi đa thức  đều là ước của đa thức  

hơn nữa các đa thức  nguyên tố cùng nhau nên tích 

 cũng là ước của   

Do đa thức  có bậc là q nên ta có  

     

Vậy  là trường phân rã của đa thức  trên K. 

Định lý 17. Nhóm nhân của trường hữu hạn là nhóm xyclic. 

Chứng minh: Giả sử  là một trường hữu hạn gồm  phần tử. 

Đặt  Nếu  hoặc  là số nguyên tố thì rõ ràng  là nhóm 

xyclic. 

Do đó, ta có thể giả sử  là số nguyên dương lớn hơn 1 và không là số nguyên 

tố. 

Giả sử  với  nguyên tố khác nhau đôi một, 

  

Khi đó,  và đa thức  có không quá  nghiệm trong  suy ra 

tồn tại  sao cho   

Đặt  Ta sẽ chứng minh   

 , 1,2,...,qi qx a F x i   ,qx x

 , 1,2,...,i qx a F x i q  

    1 2 ... qx a x a x a   .qx x

    1 2 ... qx a x a x a  

    1 2 ... .q

qx x x a x a x a    

qF qx x

F q

* 1.h F q   1h  h *F

h

1

1 ... ,m

mh p p


 2, im p

, 1, .i i m   

i

h
h

p
 1i

h

p
x 

i

h

p

*,F

*

ia F 1.i

h

p
a 

.
i

i

h

p

i ib a


 .i

i ib p






Khóa luận tốt nghiệp 

 

SVTH: Nguyễn Phan Hoài Linh  Trang 43 
 

Ta có  và  vì nếu  thì  (mâu 

thuẫn). 

Do đó  và  suy ra   

Mặt khác,  Vì vậy   

Đặt  Khi đó, do  với  là các số nguyên tố khác nhau đôi 

một và  giao hoán nên   

Vậy   

Hệ quả 2. Mỗi nhóm con hữu hạn của nhóm nhân của một trường là một nhóm 

xyclic. 

Chứng minh: Giả sử F  là một trường và G là một nhóm con hữu hạn cấp n  

của nhóm nhân   

Xét trường hợp  Gọi  là trường con nguyên tố của trường   

Vì  nên mọi phần tử của  đều là nghiệm của đa thức   

Do đó, mọi phần tử của  đều đại số trên  suy ra  là mở rộng hữu 

hạn, đại số trên  do đó  là một trường hữu hạn. 

Theo định lý 17,  là một nhóm xyclic. 

Vì vậy,  là một nhóm con xyclic của nhóm   

Xét trường hợp charF = 0. Vì tất cả n phần tử của G đều là nghiệm của đa thức 

 và đa thức  bậc n có không quá n nghiệm nên G là tập nghiệm của đa thức 

 Lập luận tương tự như chứng minh định lý 16 (ở đó, h được thay bởi n), ta có 

G là một nhóm xyclic. 

Định nghĩa 3. Mỗi phần tử sinh của nhóm xyclic  được gọi là một phần tử 

nguyên thủy của    

  

1
i

ip h

i ib a


  1ib  1ib 

1

1

1

i
ih

i i
i i i

p h

p p p

i i ib a a



 



  
    

 

i

i ib p


1,ib  , 1 .i

i ib p
    

1

1.
i

i i

h

p p

i ib a
 

  .i

i ib p




1 2... .nb bb b ,ip 1,i m

F 1 *

1 2 1... ... .m

m mb bb b p p h F


   

* .F b

*.F

char 0.F p  pF .F

G n G 1.nx 

G ,qF  pF G

,pF  pF G

  
*

pF G

G   
*

.pF G

1nx  1nx 

1.nx 

*

qF

.qF
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2.3.2. Đa thức bất khả quy trên trƣờng hữu hạn 

 Bổ đề 2. Cho  là đa thức bất khả quy bậc m trên  và n là một 

số nguyên dương. Khi đó,  chia hết  nếu và chỉ nếu m chia hết n. 

 Chứng minh:  

(=>) Giả sử  chia hết  Gọi  là một nghiệm của   

 Khi đó,  suy ra  Do đó,   

 Mặt khác vì  nên  ta suy ra   

 (<=) Ngược lại, giả sử  Gọi  là một nghiệm của  nằm trong 

trường phân rã của  nên   

 Khi đó,  suy ra   

 Vì   nên   

 Do đó  suy ra   

 Vì vậy  là một nghiệm của đa thức  kéo theo    

Định lý 18. Giả sử  là đa thức có bậc n thì  là đa thức bất 

khả quy trên  nếu và chỉ nếu: 

  và  với   

 Chứng minh:  

(=>) Nếu  bất khả quy trên  thì theo bổ đề 2, ta có  và 

 với   

 (<=) Nếu  khả quy trên  thì  có nhân tử  bất khả quy trên 

  

 Giả sử  và   

 Theo bổ đề 2, ta có  do đó  (mâu 

thuẫn). 

 Vậy  bất khả quy trên   

   qf x F x qF

 f x
nqx x

 f x .
nqx x   .f x

0
nq   .nq

F    .nq q
F F 

  :q qF F m      m nq q q
F F F   .m n

.m n   f x

 f x .qF

  :q qF F m      .mq q
F F 

m n .m nq q
F F

nq
F  0.

nq  

 ,
nqx x   .

nqf x x x

   qf x F x  f x

qF

   
nqf x x x   d , 1

iqgc f x x x   1,2,3... / 2i n

 f x qF    
nqf x x x

  d , 1,
iqgc f x x x   1,2,..., / 2 .i n

 f x qF  f x  g x

.qF

 deg g x m  / 2 .m n

   ,
mqg x x x   d , 1

mqgc f x x x 

 f x .qF
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Định lý 19. Cho  là đa thức bậc n > 1. Khi đó, các điều kiện sau  

tương đương: 

 bất khả quy trên   

 bất khả quy, trong đó  sao cho 

  

 Chứng minh: Trước hết ta có nhận xét: 

(+) Cho  là đa thức bậc  trên  Khi đó: 

   

cũng là một đa thức trên   

 (+) Nếu  bất khả quy và  thì  là đa 

thức có bậc   

 Bây giờ ta sẽ chứng minh (i)  (ii): 

 (  ) Giả sử  bất khả quy trên   

 Nếu  khả quy thì  được phân tích thành ít nhất hai nhân tử bất khả 

quy. 

 Giả sử  là tích của  nhân tử bất khả quy trên  với  Do đó, 

  trong đó  là các đa thức bất 

khả quy trên  và   sao cho 

 Ta có: 

   

 Theo nhận xét trên, ta có: 

   qf x F x

 )i f x .qF

 
 deg

)
f x ax b

ii cx d f
cx d

 
  

 
, , , qa b c d F

0.ad bc 

  2

0 1 2 ... n

nf x a a x a x a x     n .qF

 
 

     
deg

0

n
f x n i n i

i

i

ax b ax b
cx d f cx d f a ax b cx d

cx d cx d





    
        

    


.qF

 f x 0ad bc   
 deg f x ax b

cx d f
cx d

 
  

 

.n

  
 deg f x ax b

cx d f
cx d

 
  

 
.qF

 f x  f x

 f x m ,qF 2 .m n 

       1 2 ... ,mf x f x f x f x      1 2, ,..., mf x f x f x

qF  1 1deg 1,f x k     2 2deg 1,...deg 1n mf x k f x k   

1 2 ... .mk k k n   

 
 

 

     1 2

deg

1 2

1 2

...

... m

f x n

m

k k k

m

ax b ax b ax b ax b
cx d f cx d f f f

cx d cx d cx d cx d

ax b ax b ax b
cx d f cx d f cx d f

cx d cx d cx d

          
         

          

            
             

            
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và lần lượt có bậc là   

 Ta suy ra   khả quy (mâu thuẫn). 

 Vậy  bất khả quy trên   

 ( ) Giả sử   bất khả quy trên   

 Do  nên   

 Gọi  là nghiệm của  nằm trong trường phân rã của 

 trên   

 Khi đó  và   

 Đặt   

 Ta có:  kéo theo   

 Do đó  là một nghiệm của  và   

 Do (1) nên  là một nghiệm đa thức  đa thức này có bậc 

1. 

 Do đó  Rõ ràng   

 Ta được  Mặt khác,   

 Vì vậy   

 Theo nhận xét trên  có bậc n. 

 Vậy  bất khả quy trên   

       1 2

1 2, ,..., mk k k

m q

ax b ax b ax b
cx d f cx d f cx d f F x

cx d cx d cx d

       
        

       

1 2, ,..., k .mk k

 
 deg f x ax b

cx d f
cx d

 
  

 

 f x .qF

   2

0 1 2 ... n

nf x a a x a x a x     .qF

0ad bc   , 1.gcd ax b cx d  

  
 deg f x ax b

cx d f
cx d

 
  

 

 
 deg f x ax b

cx d f
cx d

 
  

 
.qF

0a b   0.c d  

 1
a b

c d











 
 

 
 

 
deg deg

0
f x f xa b

c d f c d f
c d


  



 
    

 
  0.f  

  f x   .nq q
F F  

    ,ax b cx d  

 .qF   .qF 

   .q qF F    : : .nq q qq
F F F F n        

   : : .q q q qF F F F n        

 
 deg f x ax b

cx d f
cx d

 
  

 

 
 deg f x ax b

cx d f
cx d

 
  

 
.qF
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Định lý 20. Cho  là đa thức bậc n > 1. Nếu  bất khả quy 

trên  thì: 

i) Tổng các hệ tử của  khác 0. 

ii)   

Chứng minh:  

 i) Giả sử tổng các hệ tử của  bằng 0 suy ra 1 là nghiệm của  (mâu 

thuẫn). 

 Vậy tổng các hệ tử của  khác 0. 

 ii) Giả sử   

 Ta có  vì  nên  kéo theo 

 khả quy.  

 Vậy  bất khả quy trên   

 Khi  ta có định lý sau: 

Định lý 21. Cho  Nếu  bất khả quy trên  thì 

i) Số các số hạng của  có hệ số bằng 1 là số lẻ. 

ii) Có số hạng  của  với hệ số bằng 1 sao cho    

 Chứng minh:  

 i) Vì  là trường đặc trưng 2 nên các hệ số của các số hạng khác 0 của đa thức 

 trên  đều bằng 1. 

 Do đó số các số hạng của  có hệ số bằng  phải là số lẻ (nếu là số chẵn thì 

  

 ii) Nếu  thì hiển nhiên định lý đúng. Giả sử  không có dạng   

Khi đó, ta có thể viết  trong đó   

Giả sử  suy ra  với  Khi đó: 

   qf x F x  f x

qF

 f x

    d , ' 1.gc f x f x 

 f x  f x

 f x

      d , ' 1.gc f x f x d x 

     ,f x d x h x    deg ' degf x f x  deg 1h x 

 f x

 f x .qF

2q 

   2 .f x F x  f x 2F

 f x

mx  f x 2 .m

2F

 f x 2F

 f x 1

 1 0).f 

 f x x  f x .x

   1 2 ... ,nmm m
f x x x x    1, 1, .im i n 

2 , 1, ,im i n  2 ,i im k , 1, .ik i n  
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Do đó  khả quy (mâu thuẫn). 

Vậy tồn tại  sao cho   

2.3.3. Phân tích đa thức trên trƣờng hữu hạn 

Bổ đề 3. Cho  là một đa thức trong  và  là hai phần tử khác 

nhau của  Khi đó, gcd   

 Chứng minh: Ta có   

 Do đó   

Bổ đề 4. Cho  là một đa thức có hệ tử của bậc cao nhất là 1 trong  

và  là một đa thức trong  Khi đó,  thỏa mãn 

 nếu và chỉ nếu  nếu và chỉ nếu 

  

Chứng minh: Ta có  với   

Khi đó, ta thay  bởi  vào công thức 

 ta được  

 

Vì   

Và  nên ta có: 

 

   

 

  

1 2

1 2

1 2 1 2

22 2

2

... 1

... 1

... 1 ... 1

n

n

n n

kk k

kk k

k kk k k k

f x x x x

x x x

x x x x x x

    

    

        

 f x

1,i n 2 .im

 g x  qF x 1 2,s s

.qF     1 2, 1.g x s g x s  

         
1 1

1 2 1 1 2 2 1.s s g x s s s g x s
 

      

    1 2d , 1.gc g x s g x s  

 f x  qF x

 g x  .qF x  g x

      mod
q

g x g x f x     
qs F

f x g x s




      d , .
qs F

f x gc f x g x s




 ,
q

q

s F

X X X s


      / .qX F x f x

X           /qg x g x f x F x f x  

 
q

q

s F

X X X s


  

            .
q

q

s F

g x f x g x f x g x f x s


                

            
q q q q

g x f x g x f x g x mod f x                  

        g x f x g x mod f x 

         .
q

q

s F

g x g x g x s mod f x


  
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 Do đó  thỏa mãn điều kiện  nếu và chỉ nếu: 

 nghĩa là  

 Hơn nữa,  nếu và chỉ nếu   

Định lý 22. Cho  là đa thức có hệ tử bậc cao nhất là 1 của  và 

 là đa thức của  sao cho  thì

      d , .
qs F

f x gc f x g x s


   

Chứng minh: Ta dễ thấy rằng gcd   

Theo bổ đề 3 ta có  với  và   

Vì  nên 

 

 Mặt khác, theo bổ đề 3 và bổ đề 4 ta có: 

 

 Vậy   

Định lý 23. Cho  trong đó q là lũy thừa của số nguyên tố p và 

 thì:  với   

Chứng minh: Lấy  với  và 

  

Khi đó   

Vì  nên  suy ra   

Tức là  Khi đó ta có thể viết lại các hệ tử  đó như sau: 

  với  

 g x       
q

g x g x mod f x

     0 ,
qs F

g x s mod f x


      .
qs F

f x g x s




    
qs F

f x g x s


       d , .
qs F

f x gc f x g x s




 f x  qF x

 g x  qF x       mod
q

g x g x f x

      , , .qf x g x s f x s F  

    1 2d , 1,gc g x s g x s   1 2, qs s F 1 2.s s

          1 2d d , , d , 1gc gc f x g x s gc f x g x s  

      d , .
qs F

gc f x g x s f x




      d , .
qs F

f x gc f x g x s




      d , .
qs F

f x gc f x g x s


 

   ,qf x F x

 ' 0f x     
p

f x h x    .qh x F x

  2

0 1 2 ... n

nf x a a x a x a x     0 1 2, , ,..., n qa a a a F

0.na 

  1

1 2' 2 ... .n

nf x a a x na x    

 ' 0f x  1 22 ... 0na a na    0, 1, .ia i n  

, 1, .ip a i n  ia

1 1

...

n n

a a p

a a p




 

, 1, .i qa F i n  
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Vì thế ta có thể viết  dưới dạng sau:   

Xét       là một đồng cấu. 

Thật vậy: 

 

Khi đó trong  có  Suy ra:  

 

Đặt   

Khi đó  và   

Định lý 24. Cho  là lũy thừa của một đa thức bất khả quy trên  và giả 

sử rằng   

  Nếu  thì  là đa thức bất khả quy. 

  Nếu  thì  là đa thức bất khả 

quy. 

 Khi đó,  với  

 Chứng minh: Lấy  với  là một đa thức bất khả quy trong 

  

 Khi đó  vì  

 Nếu gcd  thì   

 Do đó  là một đa thức bất khả quy. 

 f x   0 1 ... .p np

nf x a a x a x   

: q q

p

F F

b b

 

       

       

p p p

p p p

a b a b a b a b

ab ab a b a b

  

  

      

  

qF , 0, .p

i ia b i n  

 

   

 

0 1

0 1

0 1

...

...

...

p p p p np

n

ppp n

n

p
n

n

f x b b x b x

b b x b x

b b x b x

   

   

   

  0 1 ... .n

nh x b b x b x   

   qh x F x     .
p

f x h x

 f x qF

 ' 0.f x 

,i     d , ' 1gc f x f x   f x

,ii     d ,f' 1gc f x x   
 

    d , '

f x
p x

gc f x f x


   
m

f x p x
 
 

deg
.

deg

f x
m

p x


   
m

f x p x  p x

 .qF x

   
1

' ,
m

f x mp x


         
1

' 0, gcd , ' .
m

f x f x f x p x


 

    , ' 1f x f x  1.m 

   f x p x
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 Nếu gcd  thì  là một đa thức bất khả 

quy.  

 Định lý 25. Một đa thức trong  có một nhân tử  nếu và chỉ nếu nó 

có một số chẵn các hệ số khác 0. 

 Chứng minh: Xét đa thức với các hệ tử thuộc trường hữu hạn   

 

 Theo định lý nhân tử,  là một nhân tử của  nếu và chỉ nếu  

(Nhớ rằng  trong ). Bây giờ 

 

bằng 0 trong  nếu và chỉ nếu  có một số chẵn các hệ số khác 0. 

 

2.3.4 Bài tập vận dụng 

 Bài tập 1. Chứng minh rằng tổng của tất cả các phần tử của trường hữu hạn 

bằng 0 ngoại trừ trường   

Giải: Giả sử  là trường hữu hạn và   

Khi đó mọi phần tử thuộc  đều là nghiệm của phương trình   

Vì  nên theo Viet ta có   

Bài tập 2. Chứng minh rằng 3 và 5 là phần tử nguyên thủy của  nhưng 2 

không phải. Tìm  sao cho  trong   

Giải:  

* Chứng minh rằng 3 và 5 là phần tử nguyên thủy của  nhưng 2 không phải: 

Ta có  Xét đa thức  dễ thấy  không là nghiệm của 

  

Đặt  Xét đa thức  ta có  không là nghiệm của đa thức   

    , ' 1f x f x   
 

    d , '

f x
p x

gc f x f x


 2 x 1x 

 2 x

  0 1 ... ,n

np x a a x a x   

 1x   p x  1 0.p 

1 1x x    2 x

  0 11 ... np a a a   

2  p x

2.F

qF 2.qF F

qF 0.qx x 

2qF F 0.
qa F

a




7F

 , 1, 2, 3, 4, 5, 6x y 2 3 5x x  7.F

7F

*

7 6 2.3.F   2 1,x  1 2a 

2 1.x 

2

1 2 .b 
3 1,x  2 3a  3 1.x 
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Đặt  và đặt  khi đó . Suy ra  là 

phần tử sinh của   Vậy  là phần tử nguyên thủy của   

Ta có số phần tử nguyên thủy của  là   là phần tử nguyên thủy 

trong  khi và chỉ khi gcd  suy ra  (lấy ). 

Mà  nên 5 là phần tử nguyên thủy của  Do  và  nên 2 không 

là phần tử nguyên thủy của   

* Tìm  sao cho  trong  

 Ta có: 

  và   

 Suy ra   

 Vậy ta tìm được  và   

 Bài tập 3. Tìm tất cả các đa thức bất khả quy bậc hai trên trường   

 Giải: Đa thức  là bất khả quy bậc hai nếu nó không 

có nghiệm trong  và nếu   

 Khi đó   

 Với  ta có  suy ra  hoặc   

 Tương ứng là các đa thức:  và   

 Với  thì  hoặc  hoặc   

 Tương ứng là các đa thức:   

 Bài tập 4. Tìm tất cả các đa thức bất khả quy có bậc nhỏ hơn hoặc bằng 4 trên 

  

 Giải: Các đa thức bậc 1 là các đa thức bất khả quy; trong  những đa thức 

đó gồm có  và   

3

2 3b  2 3

1 2. 2 .3 3,b b b  
*

72.3 6b F   3b 

*

7 .F 3b  7.F

7F  6 2.  3k

7F  ,6 1,k  5k  1k 

53 5 7.F 2 3 2 5

7.F

 , 1, 2, 3, 4, 5, 6x y 2 3 5x x  7.F

1

2

3

4

5

6

3 3

3 2

3 6

3 4

3 5

3 1













1

2

3

4

5

6

5 5

5 4

5 6

5 2

5 3

5 1













2 42 3 5 . 

2x  4.y 

3.

   2

3f x ax bx c x   

3 0.a 

       
2 2. 0 . 1 . 1 0.a f f f ac a c b     

 

0b   
2

0,ac a c  1,a c  1.a c  

2 1x  2 1.x 

0b  1a b c   1, 1, 1a b c    1, 1, 1.a b c    

2 2 2 21; 1; ; 1.x x x x x x x x x         

2.

 2 x

x 1.x 
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 Xét   

 Nếu  có bậc  thì  và 1 là một nghiệm nếu và chỉ nếu  có 

một số chẵn các số hạng khác 0. 

 Do đó sau đây là các đa thức bậc 2, 3 và 4 trong  không có nhân tử tuyến 

tính: 

 Bậc 2:    

 Bậc 3:    

     

 Bậc 4:    

     

     

     

 Nếu một đa thức bậc 2 hoặc 3 là khả quy, nó phải có một nhân tử tuyến tính; dó 

đó các đa thức bậc 2 và 3 ở trên là bất khả quy. 

 Nếu một đa thức bậc 4 là khả quy, thì nó có nhân tử tuyến tính hoặc nó là tích 

của 2 nhân tử bậc 2 bất khả quy. 

 Khi đó chỉ có đa thức bậc 2 bất khả quy trong  và bình phương của nó 

 là khả quy. 

 Vậy các đa thức bất khả quy bậc nhỏ hơn hoặc bằng 4 trên  là: 

 Bậc 1:    

     

 Bậc 2:    

 Bậc 3:    

     

 Bậc 4:    

     

    

Bài tập 5. Tìm tất cả các đa thức bất khả quy bậc 2 trên   

Giải: Gọi  là đa thức bất khả quy trên   

   0 2... .n

np x a a x x   

 p x ,n 0,na   p x

 2 x

2 1x x 

3 1x x 

3 2 1x x 

4 1x x 

4 2 1x x 

4 3 1x x 

4 3 2 1.x x x x   

 2 ,x

 2 4 21 1x x x x    

2

x

1x 

2 1x x 

3 1x x 

3 2 1x x 

4 1x x 

4 3 1x x 

4 3 2 1.x x x x   

2.

  2f x ax bx c   2.
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Do  bất khả quy nên  không có nghiệm trong   

Suy ra  hay   

Do đó:   

Vậy đa thức  là đa thức bất khả quy duy nhất trên   

 Bài tập 6. Nếu  là một số nguyên tố, chứng minh rằng  

trong  với mọi số  trong  Từ đó chứng minh rằng: 

  trong   

 Giải: Do  là một số nguyên tố nên  là một nhóm cấp   

 Do đó với mọi  ta có:  hay là:   

 Vậy mọi  là nghiệm của đa thức   

 Theo chứng minh trên thì đa thức  có  nghiệm là   

 Do  là số nguyên tố nên  là một trường. 

 Vì vậy đa thức  bậc  có đúng  nghiệm như trên. Do đó: 

 

 Bài tập 7. Chứng minh rằng mod  nếu và chỉ nếu  là số nguyên 

tố. 

 Giải: Giả sử  là số nguyên tố. Khi đó, theo Bài tập 6 ta có: 

   (mod ) (*) 

 Thay  vào đẳng thức (*) ta được: 

   (mod ) 

 Ngược lại, giả sử   (mod ). Ta chứng minh  là số nguyên tố. 

 Thật vậy, nếu  là hợp số thì tồn tại hai số  sao cho 

 nghĩa là (mod ). 

 Do đó:  (mod ), trái với giả thiết. 

 f x  f x 2.

   . 0 . 1 0a f f    0.ac a b c  

0 1
0

0 1
0

0 1

a a
ac

c b
a b c

a b c c

  
  

     
        

2 1x x  2.

p    1 1px a x  

 p x 0a  .p

    1 1 1 2 ... 1px x x x p        .p x

p  * , .p 1.p 

*

pa
1

1,
p

a



1

1 0.
p

a


 

*

px a  1 1.px  

1 1px   1p  1,2,..., 1.p 

p
p

1 1px   1p  1p 

    1 1 1 2 ... 1 .px x x x p      

 1 ! 1n   n n

n

    1 1 1 2 ... 1nx x x x n       n

0x 

 1 ! 1n   n

 1 ! 1n   n n

n  , 2, 3,..., n 1a b 

. ,a b n 0ab  n

   1 ! 1.2... 1 0n n    n
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 Bài tập 8. Chứng minh đa thức  là bất khả quy 

trên   

 Giải: Trong  ta được   

 Giả sử  với   

 Nếu  hoặc  dễ thấy là vô lý vì  không có nghiệm trong   

 Suy ra  với    

 Đồng nhất hệ số hai vế ta được điều vô lý. 

 Vậy đa thức  là bất khả quy trên  

 

 

  

  5 4 34 2 5 7P x x x x x    

 2 .x

 2 x   5 2 1.P x x x  

     . ,P x f x g x 2, .f g

deg 1f  deg 1g  P 2.

    2 3 2 ,P x x ax b x cx dx e      2, , , , .a b c d e

  5 4 34 2 5 7P x x x x x      2 .x
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Phần 3. KẾT LUẬN 

  

Khóa luận này đã nghiên cứu sự phân tích đa thức trên các trường số. Nội dung 

của khóa luận này gồm hai chương: 

 Chương 1: Kiến thức chuẩn bị. Trong chương này, trình bày một số định nghĩa, 

tính chất của miền nguyên, trường, vành đa thức và đa thức bất khả quy. Từ những kết 

quả đó, tìm hiểu về sự phân tích đa thức trong mỗi trường khác nhau ở chương 2. 

 Chương 2: Phân tích đa thức trên các trường số. Ở chương này làm rõ các tính 

chất của đa thức trên các trường số và đưa ra một số tiêu chuẩn để phân tích đa thức 

trên các trường số.  
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